Ορισμένες αποδείξεις ότι 0.99099....(Ξ1 και «το 
γιατύ του εκπλήσσοντος αποτελέσματος. 


Γιάννης ΠΠ. Πλατάρος 


Ρἰαίαγος(ὢ ϱπιαἰ].ΟΟΠΙ 


Περίληψη: Ἡ ισότητα 0.999...ΞΙ είναι αντικείµενο συζητήσεων στο 
διαδίκτυο, μεταξύ φοιτητών και όχι µόνον. Αυτή η ισότητα αμφισβητείται 
πεισματικά. Ακόμα και συγκεκριμένες μαθηματικές αποδείξεις, δεν πείθουν. 
Διαφαίνεται, ότι η δυσκολία στην διαισθητική κατανόηση του απείρου. 
δείχνει τα όρια τῆς πεπερασµένης φύσης του ανθρώπου ενώ παράλληλα, 
αναδεικνύεται η δύναμη και η πρακτική αξία των μαθηματικών αποδείξεων. 


Εισαγωγή: Το αποτέλεσµα ότι θ.9999....ΞΙ. [11.[2|.[3] όσες αποδείξεις και 
να παραθέσουµε, ὃεν γίνεται κατανοητό-πλήρως αποδεκτὀ απὀ την 
ανθρώπινη πεπερασμένη διάσταση που νομίζει ότι κατανοεί Και το άπειρο. 
όσο κι αν κατανοεί τα μαθηματικά εργαλεία της λογικής και της απόδειξης. 
Προτείνω να παρακολουθήσουμε τις αποδείξεις και στο τέλος θα 
επιχειρήσουµε διείσδυση. ενώ υποσχόμεθα πλήρη κατανόηση, αν και στις 
«διαισθητικές εξηγήσειο που είναι «κόντρα» στην «λογική» δείχνουν να 
ὀυστροπούν και πάρα πολλοί μαθηματικοί! 





1 
Απόδειξη 1: Εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε, ότι Ξ0Ο.1111111Τ1Ι... 


Οπότε ίσου Ξ 9Ο 111111... ο ο 009... 


Απόζοειέη 2 : Ὁμοίως γνωρίζουμε ὁτι σσ ο22228 ... Οπότε 


155.55. 252555... 099005... 


ο» | --- 


1/92 0.932323533... 2/320.666ό6ό6... Ἐπομµμένως 1Ι/9--2/2 .9990900...Ξ. 
] 


00090909... -- 285714285714... 
10 
. ον 20205090... -- ΤΙ4285ΤΙ4285... 
η μμ. 
ΞΞ99ΟΟΟΟΟΟ. «/.«99θοοοθοο.. 
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Απόζὂειξη 5: Έστω ότιχ-θ.999999..... (1) τότε 
10χΞ9.99ΟΟΟΟΟΟΟ....... (2) 

Αν αφαιρέσω κατά µέλη στο σχήμα (2)-(1) θα έχω: 
10χ-χΞ9.99ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ. ....-0.9999999ΟΟΟ....... Ληλ. 


9-9. 00000000ΘΘ......... Ἠτοι Θ9χΞ9 και τελικά . 5. 


Πιο κομψά 10χ-9.999...Ξ90.9959..ΞΤΓΧ, όπερ χΞΙ. 
Απόδειξη 4: 0,.9999099999999ΟΟΟΟΟΟΟΟΟ........... Ξ- 
ο 0ο 9 9 9 9 
-. -. .. 


πο ο... πο πμ 
10 10ο 1.000 1ο 100.000. .οορ.ο00 


ο ο ο. . (Άθροισμα απείρων ὁόρων 
10: 1ο”. ιο. ιο τοῦ ιο Ὁ 








φθίνουσας Ι εωµετρικής Προόδου µε λόγο -. 
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κ... 
α 10. 10 
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Απόῦειξη 5. 
| ο το Ι -- 
0.999...-- Ππιθ, 99...9 --ΙΙπι δ΄ Ξ Ιπι Γ---ος |Ξ51-- πι ΞΙ--0Ξ 
ος σω Ὅτο. 10 ν--»οο 10” νο 10” 


(ἴδια µε τήν 4, µε Λίγο αυστήρότερή ορολογία) 


Απόζειξη 6. 
0.9--0.9«59.09-9.09«509.09-(0-5.09«» 
9.09-99-09«9.09-0«5”09-1 


Και αυτή η ιδέα µια αναδιάταξη και ὁιαφοροποιηµένη παρουσίαση 
προηγούμενων αποδείξεων είναι. 


Απόζδειξη 7 


] 
ες -- 0, ση) «» 
(βάση10) 


] 
ος 10 ρισ Ο. κρίση 
(βάση 10) 


3 μσριο 033333... ασμιΟ) 5 Ἰεράσμι 
0 990909... ομιο) 5 εράσμ 
0999009... ωμω ΞἹερίομω  όέ.δ. 


(Οιμονάδες εἴναιίσες σεόλεςτις βάσεις αρίθµηστς.) 


Απόδειξη ὃ: Η ακολουθία διαστημάτων 1, --[θ. 9... .Ι] ν ΕΝ είναι µια 


ν εννιάρια 


ακολουθία διαστημάτων για τα οποία ισχύει 


ο ο ο ο] οι «λω]ν 6 

διότι μεταξύ δύο ρητών πάντα υπάρχει 

αρ 
2 


(11) Ηπα|0. 0... --1ίΞ0 . διότιη διαφορά 


ν εννιάρια 





ενδιάµεσος (λ.χ. ο µέσος όροςτους 





ισούται µε 0, 0.....0 1«ε, για κάθε ε20. για κάθε νΣνο(ε). αρκεί κάθε φορά 
ν μηδενικά 

να επιλέγουμε ὡς νο(ε) το πλήθος των μηδενικών ψηφίων που υπάρχουν µετά 

την υποδιαστολή µέχριτο πρώτο µη μηδενικό, της δεκαδικής αναπαράσταση 

του ε, προσαυξηµένο κατά 1, οσοδήποτε μικρό και να είναιτο ε. 


Σύμφωνα µε την αρχή του κιβωτισμού η τοµή περιέχει μοναδικό αριθµό . 
Αυτός προφανώς είναιτο |. Αλλάκαιοθ,99ΟΘ.....(µη πεπερασμένα εννιάρια 


) περιέχεται σε κάθε σύνολο της ακολουθίας και για κάθε νε)ΝνΝ . Άρα 
1Ξ0.99999099999999... 





Απόῦειξη 9, Αν αΞξ] και β-0.99000... . τότε 
ο ο μα. οσο. και όταν 
αρ α ϐῥ 

2 ρ ”... μ 


Απόζειξη 10. (Βασισμένη στήν προηγούὐμενή ιδέα) 
Λήμμα: Αν ]ια-β/«εγιακάθεε»0, τότε αΞβ. 


Απόδειξη λήμματος Έστω ότι α-β . Τότε Ἴα-β[ί-ε -0 


ἀς 


κ 
Τότελ.χ.για ε- ο έχουµε εἰ « . ,άτοπο. Άρα αξρ. 


Η απόδειξη συμπληρώνεται µε την διαπίστωση ότιη διαφορά 1-0.9999... 
γίνεται οσοδήποτε µικρή.(Βλέπε απὀοειζή δ.) 


Απόζὂειέη 1: Αν αποδείξουμε ότι (0.996...):(0.999...)ΞΙ . τότε 
προφανώς 0.999..ΞΙ Πράγματι, (0.996...) :«(0.999...)Ξ 
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Απόζὂειέη 12: Ἔστω ότι 0.999...«1 . Τότε υπάρχει ε»0: 0.999...ΤεΞΙ. 

Θεωρούμε τον αριθµό ε « ε,ο οποίος προκύπτει κατασκευαστικά από τον ε, 

όπου λαμβάνουμε το πρώτο µη μηδενικό ψηφίο του εώς | και τα υπόλοιπα 

όλα 0. 

Τότε 

0,.999....-ε -0,999....0.000...0001000....-- 1.000...000999....3 Ιάτοπο. 
άν, πο - 


νψηφια (νΕΙ)ψηφία 


Διότι προσθέσαµε στον 0,999...τον ε΄« εκαι βρήκαμε αποτέλεσµα μείζον 
του 1 ενώ θα έπρεπε να βγει μικρότερο ή ίσο του Ι. 
Απόζειξη 13. Έχουμε : 
0.999.....0.999....Ξ(0.9-0.09 0.009 -ε...)-Ε(0.9- 0,069 --0,.009 --...)Ξ 
(0.9--0,9)-ε(0.09--0.09)-(0.009--0,.009) -ε...Ξ 
1.9--0.189--0,018--..Ξξ (0,58) -Ε(0,13-0,068) (0.010.008) --...Ξ 


)(0,5--ο,!)--(0ο,05)-0.,0ο)-(ο,005--0,.001) --...Ξ 
1..0.9--0.09--0.009--...- 10.990... 


Ἆρα µε διαγραφή του 0.999... και στα δύο µέλη αρχικού και τελικού μέλους 
ισότητας, λαμβάνουμε 10.999... 





Απόδειξη 14: Υ-0099..91-09100900...9 20911) .- 
«ο ον α-0θ--- 
ἆτοθνής 115099 


Απόζειξη 15: Σύμφωνα µετην µέθοδο της εξάντλησης του Αρχιμήδους που 
παρουσιάζεται στο βιρλίο 13 των Στοιχείων του Ευκλείδους, που είναι ένα 
κριτήριο σὐγκλησης, εάν απὀ ένα μέγεθος αφαιρέσουμε μέγεθος, όχι 
μικρότερο του ηµίσεός του. απὀ το εναποµένον, όχι μικρότερο του ηµίσεος 
του και κ.ο.κ. το τελικά εναποµένον, γίνεται οσοδήποτε μικρό. 


Ληλ. 1-0.90.1 --»0.1-0.09-0.01 -»0.01-0,009--0.001 κ.ο.κ. 


Για την οσοδήποτε µικρή διαφορά έχουµε (βλέπε και απόδειξη 10) έχουµε 
τελικά εξίσωση τῶν μεγεθών. Δηλ. 10.999... 


Παρατηρήσεις και προβλήµατα 
στην κατανόηση του 
αποτελέσματος: Είναι βέβαιο και 
απολύτως ὁιαπιστὠµένο  ὁτι η 
κατανόηση της ισότητας, ὃεν είναι 
καθόλου προφανής, οὖτε για 
φοιτητές μαθηματικών .ούτε και για 
αποφοίτους Μαθηματικών 
τμημάτων. Προκαλεί δυσπιστία, 
αντιρρήσεις, αντιπαραθέσεις µε έντονο 
θυµικό :«Λεν μοιάζει για σωστό». «Δεν µπορεί να είναι σωστό...» Δεκάδες 
κοινωνικά ὀίκτυα και φόρα παγκοσμίως ασχολούνται µε αυτή την 
«παράδοξη ισότητα» που προκαλεί κατάπληξη. Αναζήτηση στην (οοβ]ε µε 
λέξεις κλειοιά «0.999...» «1:0.999..». «εαια] Ι::0.999...» δίνει για µεν την 
πρώτη 9.390.000 αποτελέσματα για την δεύτερη 34.000 και για την τρίτη 
6.540 αν βάλουμε «ρτοοί 10.999...» πάνω απὀ 6.000 (αναζήτηση 9/9/2015) 
ὁιαβάζοντας σχόλια. λάθη. παρατηρήσεις, πάνω στο όλον θέµα, παρατηρητέα 
είναι τα παρακάτω: 





Μια ὑδεώρηση -κοίταγµμα από πλευράς 
«τελειωμένου απείρου» 


| . Πυρήνας της όλης προβλημµατικής είναι η αδυναμία κατανόησης του 
απείρου ὡς προς την µία θεώρησή του. Αρχαιόθεν υπάρχουν δύο θεωρήσεις. 
Το «δυνάμει» άπειρο και το «εν ενεργεία») άπειρο. Κατά το πρώτο έχουµε 
πεπερασμένη μεταβλητή ποσότητα η οποία, όταν μεταβάλλεται, είναι δυνατό 
να ξεπεράσει κάθε όριο, ενώ κατά το δεύτερο θεωρούμε ότι υπάρχει αυτή τη 
στιγµή κάτι που έχει ήδη ξεπεράσει κάθε όριο. Στην ακολουθία των φυσικών 
αριθμών 1. 2. 3. ..., Ν, ... 9 γενικός όρος ν είναι µια μεταβλητή ποσότητα 
πάντοτε πεπερασμένη, αλλά τέτοια ώστε να µπορεί να ξεπεράσει 
οποιονδήποτε δοσμένο και ορισμένο θετικό αριθµό. Το πλήθος των όρων του 
συνόλου των φυσικών αριθμών, το οποίο είναι ένα ενιαίο όλο, το Ν µπορεί 
να χρησιμεύει ὡς παράδειγµα του «εν ενεργεία» απείρου. Κατά τον 
Αριστοτέλη το άπειρο υπάρχει µόνο «δυνάμευ και όχι «ενεργεία». Το 
αποτέλεσµα 0.9099...ΞΙ δίΐίνε την εντύπωση (και Φφορμαλιστικά, 


σημειολογικά) ότι κάποια εννιάρια αυξάνονται απεριόριστα πλησιάζοντας 
το | απεριόριστα, χωρίς όµως ποτέ να γίνεται ίσο µε αυτό. Το ίδιο 


1 
επιστήιμιολογικό-ὀιδακτικό ειιπόὀιο έχουμε Λ.χ. µε τήν ακολουδία ----»0 
ν 





Απόδειξη στον πίνακα 


.. 1 
αφού το πρὠτο µέλος ποτέ δεν είναι μηδέν. Η µορφή Ππι--Ξ0. ὡς ισότητα, 
Υ-δοο }’ 


χειροτερεύει το «παράδοξο» ενώ το διδακτικό αντιπαράδειγµα άρσης τῆς 


-)' 





παρανόησης του τύπου -»6 (φθίνουσα ταλάντωση οσοδήποτε κοντά 


στο 0. εφ΄ όσον εξηγηθεί διεξοδικώς) αίρει μερικώς την παρανόηση και 


αν ν- 2κ-1 


ίσως αίρεται τελικώς µε την {ανι : ανξ η οποία όµως 


ν 
0 αν ν-2κ 


αν ν-2κ--2 


γ 
είναι µια µη συνήθης µορφή ακολουθίας. 

Ωστόσο, µια ισότητα αριθμών εἶναι πολύ πιο ευαίσθητη στην κριτική, 
παρ΄᾽ότι το 0.999...ΞΙ «ουσιαστικά, ὃεν αφίσταται ποιοτικώς απὀ το πιο 


0ο 


” ” Ιά 1 / ” ά 
σύνηθες και οικείο αποτέλεσμα 2 Ξ] . Σε κάθε περίπτωση, όταν η 


ΥΞι 
σκέψη εγκλωβίζεται µόνο στην θεώρηση του απείρου ὡς δυνάμει, δεν µπορεί 
να δειτοθ.,θ99... ως 1. αλλά µόνο «ὠς απεριόριστα κοντά στο 1» καιβεβαίως 
χωρίς να κατανοεί το νόηµα τῶν συνεπειών της φράσης εντός εισαγωγικών. 


Ορισµός. (Συγκλιση Σειράς) 
Εστω (4μ)  ακολούθία πραγματικών αριθμών. 
Ορίζουµε την ακολουθία των μερικών αθροισµάτων 
8η Ξ 61 “Ἑ 8. -- ... Ἱ ᾱῃ 
Αν υπάρχει «Ξ{ί ώστε 5η --- Ἱὀτελέεότο 5 κεἶνατοαθροισιια της σειράς 
ὅτι κ (ἡ αλλιώς λέμεοτιη Σκ:-ι «κ συγκλίνει στον 5 }καιγράφουµε ὃ κι κ π 5. 


Ορισµός: 


0 0 0 0 ... Ὁ 
οσο Ἔποσα Ἑ πκο Ῥι ο πο 8 τη 
1ο 10 109 υ -- [04 


0999...9 -- 
τοι, 


Ορισµός: 


9. 9 9 0 ο. ϱ 
1- ... Ξ ». ο αναυτό υπάρχει. 
Κ--]1 


0.000... -- ---- -- ------ -ἵ- ------ «ἰ- ... «ἰ- ---- 
10 υ 103 στ 1603 μα. 101 


104 


Απόὂῥειξη: 


ε. Ὁ ο ο. κι ο 1 -π 


οσο ὃ  ὸ ----------- ὃν [.--λ  -----ᾱ-- 
ποπ } 104 ηλ} Ι0 Ι0 1 ας 


η κ. κΞ! 


και έχουµε 
ο1---- 9. 1 


η η Ξ τς 
π--οο 16) Ἱ] -- η 10 1 -- τα 


δηλαδή -, --. Αφού 1 5, --ὴὉ ᾱ. μµεβάσητονορισμόη ἵὸὃὸοιι τος συγκλίνει στον | 


και 0.909... Ξ ΣΣ τητ 


9 
103 





Μια αυστηρή απόδειξη! 


2) Η γραφή Ι:50.9096.... αφορά διπλή αναπαράσταση ενός και του ιδίου 
αριθμού στο {ίδιο σύστηµα αρίθµησης πράγµα που θεωρείται ότι «δεν είναι 
ὀυνατόν να ισχύει». Βεβαίως µια ελάχιστη κλάση των ρητών µπορεί να 
αναπαρασταθεί µε πεπερασμένη µορφή (µόνο οι λεγόμενοι και «ως 
«δεκαδικοῦ, που ὀδεκαδικοί, εἶναι της µορφής Α/Ι(255) αναγώγου 
κλάσματοςµεν. εἰ} ) ενώ «σχεδόν όλου οι ρητοίπαριστάνονται µε άπειρη 
περιοδική µορφή. Αλλά και οι περατούμενοι ὃεν ξεφεύγουν απὀ την 
απειροµορφή. αφού λ.χ. 1.2Ξ1.1999... Φυσικά για τους αρρήτους, οὔτε 
λόγος! 


3) Και στις παραπάνω αποδείξεις που παραθέτουμε. υπάρχουν σοβαρές 
επιστημονικές αντιρρήσεις καθώς πράξεις µε απειροπαραστάσεις γενικώς 
στα Μαθηματικά, δεν επιτρέπονται. Ο λόγος είναι, ότι για να χειριστείς 
αλγεβρικά µια απειρο-παράσταση (εδώ σειρές) αυτή θα πρέπει να εκφράζει 
κάποιον συγκεκριµένο αριθµό, όπως λέμε να συγκλίνει. Ἱστορικά είναι 


οο 
γνωστή η «Φειρά του «ταπά)) λ (-)’ . 14] . ὁὀπου µόνο µε χρίση 
νΞι 

επιµεριστικής ιδιότητας της πρόσθεσης δίνει διαδοχικώς ως «αποτέλεσμα» 
0, | ή και 2 Φυσικά, δεν έχει νόηµα αριθμού ὡς αποκλίνουσα σειρά. 
Οπωσδήποτε όμως, κάποιοι που έχουν ακούσει κάποια ανώτερα 
Μαθηματικά, γνωρίζουν ότι η απειροπαράσταση 0.990... θέλει 
προσεκτικότερο χειρισμό, καθώς εκ πρὠτης όψεως δεν μοιάζει για αριθµός, 
υπάρχουν ενστάσεις κατά πόσον μπορούμε να κάνουμε απειροπροσθέσεις, 
απειροδιαιρέσεις . όταν όλα, τα έχουµε συνηθίσει να τα εκτελούµμε στο 
πλαίσιο του πεπερασµένου. 


Συμπεράσματα: Το όλον θέμα, αναδεικνύει ότι οι άνθρωποι έχουν 
µεγαλύτερη εμπιστοσύνη στην διαίσθησή τους, παρά στην μαθηματική 
απόδειξη. Αυτό ισχύει και για μυημένους λιγότερο ή περισσότερο στα 
Μαθηματικά. Φαίνεται ακόµη όὀτιτα νοητικά μοντέλα που έχουν οι άνθρωποι 
για τις μαθηματικές έννοιες και αντικείµενα είναι ενίοτε δομικά ατελή και 
υπάρχει ανάγκη βελτίωσής τους απὀ την διδακτική των Μαθηματικών, 
εφ΄ όσον είναι τελικά εφικτό αυτό, δεδομένου ότι κάποια που εὑράζονται 
στην κατανόηση άπειρων και απειροστών είναι εξαιρετικά δυσνόητα όχι στο 
μαθηματικό τους µέρος, αλλά στο διαισθητικό. Σε κάθε όµως περίπτωση, οἱ 
εκτεταμένες έντονες συζητήσεις για Μαθηματικά θέµατα είναι κάτι που είναι 
µόνο χρήσιμο για τα ίδια τα Μαθηματικά και για τους χρήστες τους, ενώ 
τελικά το σωστό νικά το λάθος, όσο κι αν το τελευταίο επιμένει! 


ΦΙΙΠΊΠΙΑΕΥ : Τπε 0,906.Ξ1 «αυ1να]εηπος 15 απ 195116 οἱ 5ίμάεπί Ιπίοτηεί 
ἀΙδοιςσίοπς απά [ατ Ὀεγοπά. ΤΠε ππεπΠοπεά ρατγ (εα1να]εηςς) 15 
είμὈροτπΙγ ἀοιρίεά. Ενεπ 6ρεοΙΊς πιαίπεπιαίίσα] ρτοοίς αΓε ποί ρεΓςδα»51νε. Ιί 
«66ΠΙς {παί {πο ἁ1ΓΠοιίγ 1Π {Πε ΙΠίιΠάνα οΟΠΠρΓεΠεΠΡΙΟΠ Οἱ {πα ἹπΠη1ίς, 
Ιπά]σαίες {Πο Ἠπηιίς οἱ είπε ΠπΙίε παίωτο οἱ Παπ]αΠ Ὀείησς ν/Πι]α αἱ ἴ1πο 5απΠα 
Ππιο {6 ΡΟΥΥΕΙ ας Υε]] ας {πε ρταςΊσα| να]ας οἱ ππαίπειπαΏσαἱ ρτοοίς ατα 
ΠισῃΗσ]ίαά 


Βιβλιογραφία: 


[1] λ1κΙρεάΙα Λήμμα «0.999...» Διάθεση: 
Πίρς://ΕεΙ.ννικ1ιρεά1α.ο{σ/νηικ1/0.900... 


[2] Ἠοφοπιοοπ]γ Αἰοεχαπάεί Άρθρο |: «.999...ΞΙ/» διατίθεται: 
Πίίρ:/ Ανν ν.οειί-ίπαο-Κποί.οΓςσ/απΠίΠιπείις/99990Ο0 «Πίπ] 


[| Καμά Α7αά . Άρθρο µε συζήτηση: «Α ΕπιεπάΙγ Οπαί Αὐοιί λΠείποτ 
0.990. Ξ Ι»δΔιάθρεση: ἡµΠίίρ:/οείίετεχρ]αίιπεά.εοπι/αΤΠς]ε5/α-Πιεπά]γ-ο]αί- 
αὈοιί- ΨΠείπετ-0-Θ00-Ι 


[4] Ἰλ1κ1ρεάΙα. Λήμμα: «(ταπά!{ 5 501165) Διατίθεται 
Πίρς:/επ.ννικιρεά{α.οιϱ/ν1κι/ταπά!ς δοτίος 


